Chapitre 4 : Espaces vectoriels

Les espaces vectoriels constituent I'un des concepts fondamentaux de ’algebre linéaire. Ils
généralisent les notions de vecteurs du plan et de I’espace que nous avons étudiées précédemment,
et permettent d’unifier le traitement de nombreux objets mathématiques (vecteurs, matrices,
polyndémes, fonctions...) sous un méme formalisme.

Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels

Espaces vectoriels et propriétés
Notation. Soit E et F' deux ensembles. On note F x F' le produit cartésien de F et F :

ExF={(x,y)|z € E,yc F}.

Donc, si V' est un ensemble, V' x V est 'ensemble de tous les couples d’éléments de V et
R x V est 'ensemble des couples (A, v) olt A est réel, et v est un élément de V.

Définition 4.1

Soit V' un ensemble non vide sur lequel sont définies deux opérations appelées addition et
multiplication par un scalaire : +: VxV —V et -: RxV —V

(u,v) +—u+wv Av)  —
On dit que V est un espace vectoriel si les dix axiomes suivants sont satisfaits :

La somme de u et v, notée u + v, est un élément de V.

L’addition est commutative : u + v = v 4+ u, pour tout u,v € V.

L’addition est associative : (u + v) + w = u + (v + w), pour tout u,v,w € V.

Il existe un élément 0y € V', appelé vecteur zéro, tel que v + 0y = v, pour tout v € V.
Pour chaque v € V il existe un élément —v € V tel que v + (—v) = Oy.

Le multiple scalaire de v par A € R, noté Av, est un élément de V.

Siu,v €V et A €R alors AMu+v) = Au+ .

SiveVet\ueRalors (A+ p)v = Av + po.

SiveVet\ueRalors (Au)v = A(uv).

10. Siv € V alors 1v = v.

Les éléments d’un espace vectoriel sont appelés vecteurs.

© N e S

Remarques 4.4.0.2. 1. A laide de ces axiomes, nous pouvons montrer que le vecteur Oy de
Uaziome 4 est unique. En effet, supposons que w est un vecteur de V' qui satisfait v+w = v
pour tout v € V.. Comme cette propriété est valable pour v = Oy, nous avons Oy +w = Oy .
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L’axiome 2 nous donne alors w4+ 0y = 0y. Comme l’axiome 4 nous donne aussi w4+ 0y =
w, nous avons bien w = Oy .

2. De maniére analogue nous pouvons montrer que pour chaque choix de v, le vecteur —v de
Uaziome 5 est unique. Il est appelé opposé de v.

3. Un ensemble muni des opérations d’addition et de multiplication par un scalaire est un
espace vectoriel si et seulement s’il vérifie tous les dix aziomes. Si un ensemble muni des
opérations d’addition et de multiplication par un scalaire ne satisfait pas au moins un des
aziomes, alors l’ensemble n’est pas un espace vectoriel (voir exemple 7 plus bas).

Exemples

1. Le plan R? formé des vecteurs

v = B}, avec r,y € R,

muni des opérations usuelles :
addition : si 7, T € R2?, alors

T = o] [

r1+ 332} 2
= eR
{y1 + Y2

multiplication par un scalaire : si T eRZet A € R, alors

ol - e

est un espace vectoriel.

Vecteur zéro : Og2 = 6> = {8}

2. L’ensemble R™ des n-tuples

x
T = , avecxj € Rpourj=1,2,...,n,
Tn
muni des opérations suivantes :
addition : si 7, 7 € R”, alors
z1 (! 1+ Y
Ty =|:|+|:|=]| : |er

Tn Yn Tn + Yn
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multiplication par un scalaire : si ZeR et Ae R, alors

T )\Il
AT =X|:|=|:|eRr"

est un espace vectoriel.

, —
Vecteur zéro : Ogn = 0 = |:
0
Notation. R™ tel qu’étudié aux chapitres précédents est donc un espace vectoriel, et ses élé-

ments sont donc des vecteurs au sens défini ci-dessus. Mais les exemples suivants montrent
d’autres types d’espaces vectoriels. Nous garderons la notation avec une fleche, 7, lorsqu’il
s’agira d’éléments de R™, mais nous noterons sans fleche, v € V pour V un espace vectoriel
quelconque.

3. L’ensemble M,, ,(R) des matrices de taille m x n & coefficients réels muni des opérations
suivantes
addition : si A, B € M,, »,(R), alors

aiyp - Qin bin -+ bin
A+ B = : . o+
(Gt - G b1 bn
[a11+b1n - ain +bin
= € Myn(R)
L@m1 +bm1 o Gmn + bmn

multiplication par un scalaire : si A € M,, ,(R) et A € R, alors

air -0 Qin Aaip s Aa,
M=) : = : : € My, n(R)
Gm1 o Gmn )\aml e )\amn
est un espace vectoriel.
0O --- 0

Vecteur zéro : Opq,, . (R) = Omxn =

Remarque importante 4.3

On dit bien que ’ensemble des matrices muni de ’addition et de la multiplication scalaire, est
un espace vectoriel. Donc ses éléments (les matrices) sont, dans ce contexte, des vecteurs. On
voit donc 1a un premier exemple de cas ou la notion de vecteur prend un sens plus abstrait,
moins direct, que l'interprétation géométrique habituelle, avec des fleches issues de 1'origine,
dans un repere.

Les exemples suivants vont dans ce sens.
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4. L’ensemble P,, des polynoémes de degré inférieur ou égal a n :

2

—1 — 2
p(x) = ant” + apn—12"" + ap_oz" " + ...+ ax” + a1z + ao,

avec a; € R pour j =0,1,2,...,n, muni des opérations suivantes :
addition : si p(z) = apz™ + ...+ a1z + ag et g(xz) =bya™ + ... + bix + bo, alors
(p+q)(z) =plx) +q(x) = (anx™ + ... + a1+ ag) + (bpz™ + ... + byz + b)
= (ap +bp)z™ + ...+ (a1 + b1)x + (ag + bo) € Py.

multiplication par un scalaire : si p(z) = a,2" + ...+ a1 + ag et A € R, alors

(Ap)(z) = Ap(z) = Mana™ + ...+ a1z + ag)
= (Aap)z™ + ...+ (Aar)x + (Nag) € P,,.

est un espace vectoriel.
Vecteur zéro : p(x) = 0, pour tout = € R.

5. L’ensemble F'(R, R) des fonctions réelles d’une variable réelle muni des opérations suivantes
addition : si f,g € F(R,R), alors

(f+9)(x) = f(z) +g(x), pourtout z €R

multiplication par un scalaire : si f € F(R,R) et A € R, alors

(Af)(x) = Af(z), pour tout x € R

est un espace vectoriel.
Vecteur zéro : f(x) = 0, pour tout = € R

6. L’ensemble V = {z € R: z > 0} des nombres réels positifs muni des opérations suivantes
addition : si z,y € V, alors
rdy=2xy
multiplication par un scalaire : si z € V et A € R, alors
Aoz =1

est un espace vectoriel. Pour le voir, nous devons vérifier que V' satisfait les dix axiomes :
(a) Siz,y e V,alorsx >0,y >0et x ®y=ay > 0. Par conséquent, x By € V.
(b) L’addition est commutative :

rhy=xzy=yr=ydSx, pourtoutx,yecV.
(¢) L’addition est associative :
(x@y)®z = (zy)Dz = (zy)z = z(yz) = 2®(yz) = 2D (ydz), pour tout z,y,z € V.
(d) Le vecteur zéro est le nombre réel 1 car

r@®l=xz-1=2x, pourtoutzelV.
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(e) L’opposé de z est L car
1 1
r®—=x-—=1, pourtoutxeV.
x x

(f) Siz e Vet AeRalorsz > 0et A®x =2 > 0. Par conséquent, \®z € V.
(g) Siz,y €V et XA € R alors

AO(@@y) =20 (2y) = (@)t =2y =@M o )=o) ®(Aoy).
(h) Siz e Vet A pue€R alors
A+p) oz ==zt = (@) & (@) = (Nox) & (Lo ).
(i) Siz € Vet A\, € R alors
M) @z =aM = (")) =X0 (") = A0 (nO ).
(j) Six € Valors 1 ®x = 2! =z, pour tout = € V.

7. Le plan R? muni des opérations suivantes :
addition : si ?, 7 € R2?, alors

2= [ -t e

To Y2 To + Yo

multiplication par un scalaire : si ZeRZet \e R, alors

a5 e

n’est pas un espace vectoriel. En effet, malgré le fait que les axiomes 1-9 sont satisfaits
avec cette multiplication par un scalaire modifiée, I’axiome 10 ne ’est pas :

si7 = Bﬂ avec zo # 0, alors 17 = {1861} = ﬁﬂ £ 7.

Remarque importante 4.4

Remarquons qu’un ensemble n’est pas en soi un espace vectoriel. Les opérations dont il est
muni sont cruciales. Cela étant dit, quand on mentionnera ’espace vectoriel R™, dans le reste
de ce cours, cela fera implicitement référence a celui de I'exemple 2.

Simplification de ’addition

Propriété 4.5

Soit V' un espace vectoriel. Soit u,v,w € V.
1. Si u+w = v+ w alors u = v (simplification & droite).

2. Siw+wu=w+ v alors v = v (simplification & gauche).
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Démonstration. 1. Nous avons

u+w=v+w
= (u+w)+(-w) = (v+w)+(-w)

= u+tfw+ (-w)]=v+[wt (-w)] par(3)

—ut0=0v+0 par (5)
=u=v par(4)

2. Comme 'axiome (2) nous donne
wHu=ut+w et w+v=v+w,

nous avons le résultat en utilisant la partie a).

Propriété 4.6

Soit V' un espace vectoriel. Si v € V et A € R, alors
1. 0-v =0y
2. X-0y =0y
3. (-1)-v=—v

Démonstration. 1. Nous avons
Ov+0v=(0+0)v par (8)
= 0v+0v = 0v
= (0v + 0v) + (—0v) = 0v + (—0v
0

)
= 0v + (0v + (—0v)) = 0v + (—0v) par (3)

= 0v+ 0y =0y par (5)
= 0v =0y par (4)

2. Nous avons

A0y + A0y = )\(OV + Ov) par (7)

= A0y + A0y = A0y par (4)
= (A0y + A0y) + (—=A0y) = A0y + (—A0y)
= A0y 4+ (AOy 4 (=A0y)) = A0y + (=A0y)

= A0y + 0y =0y par (5)
= A0y =0y par (4)

3. Nous devons montrer que v + (—1)v = Oy pour tout v € V :

v+ (—1l)v=1v+ (—1)v par (10)
=v+(-1)v=>1+(-1))v par (8)
= v+ (—1)v=0v
= v+ (—1)v =0y par la partie a).

par (3)
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Remarques 4.4.0.7. Dans l’espace vectoriel de l’exemple 6,
— la propriété Ov = Oy s’écrit 2° =1
— la propriété N0y = Oy s’écrit 1* =1

- e _ i 1 1

la propriété (—1)v = —v s’écrit x™ = =
Définition 4.8 Combinaison linéaire
Soit V' un espace vectoriel. v € V' est une combinaison linéaire des vecteurs vy,vs,...,v, de

V' s’il peut s’écrire sous la forme

V= A101 + Aovs + -+ X\U,,  avec Ay, Ao, ..., A\, € R,

Les nombres A1, Ag, ..., A, sont appelés coefficients (ou poids) de la combinaison linéaire.
3] 1 0
Exemples. 1. Soit V=R3 ¥ = |[4|, 1 = |0] et T2 = |2|. Comme
2 0 1

v,

1 0
3T, +20,=3|0] +2 2
0 1

N
I

le vecteur ¥/ est combinaison linéaire de 71 et 72 avec coefficients respectifs A\; = 3 et
Ao = 2.
2. Soit V =Py et Soit py(x) = 222 + 3, pa(x) = 2? — x. Comme

4p1(x) + (=8)p2(z) = 4(22% + 3) + (—8)(2? — x) = 8z + 12,

le polynéme p(x) = 8x 4 12 est combinaison linéaire de p; et ps avec coefficients respectifs
)\1:4613 )\2:—8.

Sous-espaces vectoriels

Définition 4.9 Sous-espaces vectoriels

Soit V' un espace vectoriel et soit W C V' un sous-ensemble de V.
On dit que W est un sous-espace vectoriel de V si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Oy e W.
2. Siwy,we € W alors wy + we € W (stabilité par addition).
3. Siw e W et A € Ralors Aw € W (stabilité par multiplication scalaire).

En d’autres termes, W C V est un sous-espace vectoriel de V s’il est non-vide et si toute
combinaison linéaire d’éléments de W est un élément de W.
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Remarque importante 4.10

Si W est un sous-espace vectoriel de V', alors W est un espace vectoriel muni des opérations
9

induites par V (vérifier que les 10 axiomes sont satisfaits pour W).

Donc, pour montrer qu'un ensemble non-vide est un espace vectoriel, il suffit de montrer

qu’il est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel connu, ce qui est souvent plus rapide,

puisqu’il n’y a que trois axiomes a vérifier.

Remarques 4.4.0.11. 1. On alinclusion V. -C V. Or si V est un espace vectoriel, V vérifie les
diz axiomes de la définition 4.1, et par conséquent V vérifie aussi les trois axiomes de la
définition 4.9. Donc V' est un sous-espace vectoriel de V. C’est le plus grand sous-espace
vectoriel de V.

2. {0y} C V est un sous-espace vectoriel de V. En effet, nous avons

(a) Oy € {0v},

(b) Oy +0y =0y € {Ov},

(¢c) Aoy =0y € {0y }.
C’est le plus petit sous-espace vectoriel de V', puisque tous les sous-espaces vectoriels de V.
contiennent Oy .

Exemples

1. L’ensemble W = {B} ER? |z +y= O} est un sous-espace vectoriel de R?.

En effet, le vecteur {8} est dans W et comme les éléments de W sont de la forme {ja:}’

avec T © R, nous avons :
I T2 X1 + X9
) =Lt e
ij —3 —(21 + 22)

)= ] e

W C R? est la droite de pente —1 qui passe par 'origine.
2. L’ensemble U = { V} ER?:z+y= 2} n’est pas un sous-espace vectoriel de R?. En effet,
Y
il suffit de constater que {8} ¢U.
U C R? est la droite de pente —1 qui passe par (0,2).
3. L’ensemble V = {Eﬂ ER?:y= 1’2} n’est pas un sous-espace vectoriel de R? méme si

{0} € V. En effet, les éléments de V sont de la forme {;2 ,avec ¢ € R, et

0
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3

T2 1+ .1‘2:| |: 1+ o } inéral
= t
+ Lsg} L“% + 23 7 (v1 +ap)2] R EEBOTALC

A {ﬂ} = L\)\;Q} #* {(g\;c)?} en général.

T

Y Y Y
U
W (0.9
T
0)
T ® T
(0,0)
W=A(zy):z+y=0} U=A{(z,y):x+y=2} V={(z,y) 1y = 2*}
Sous-espace vectoriel Pas un sous-espace vectoriel

(0,0) ¢ U

T

4. W = y| €R®|ar+by+cz=0,a,bc#0yp CR?
1

W est un plan de R3. On montre que W est un sous-espace vectoriel de R3.

0
(a) Tew: {O} eWeceara-0+b-0+¢-0=0
0

(b) U+7V eW,pour W,V eW.

Uy U1
En effet, soit U= |us| , 0 = |va| €W, alors
us U3

auy + bus + cug = 0 et avy + bvy + cvg = 0.
Onadonc @ + 7 € W car :
a(uy + v1) + b(ug + va) + c(us + v3) = aus + avy + bug + bvg + cug + cvs

= auy + bus + cus + avy + bvy + cvs
=0 =0

=040
=0

(c) Si @ € W, A € W. On fait le méme raisonnement qu’en 2.
x

5 W= y| €R3|ax+by+cz=1,a,b,c+#0 p nest pas un sous-espace vectoriel de R3.
z
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0
En effet, ona [0 ¢ Wecara-04+b-0+¢c-0=0# 1.
0

6. L’ensemble C'(R,R) des fonctions continues est un sous-espace vectoriel de F(R,R) car la
fonction nulle est continue, la somme de deux fonctions continues est continue et le produit
d’une fonction continue par un scalaire reste continue.

7. L’ensemble P, est un sous-espace vectoriel de F(R,R) pour tout n =0,1,2,...

8. L’ensemble P est un sous-espace vectoriel de P,, pour tout £k =0,1,2,...,n.
Remarque importante 4.12
Soit v, , v, € R™, alors Vect (ﬁ, e ,17,1)) est un sous-espace vectoriel de R™.
En effet :
_)
1. 0 =0vf +---+ 00y, eVect(v_f,-n ,ﬁ)

2. Soit ¥, W GVect(v_{,-u Jﬁ), alors ¥ = M0l + 4 Ay €t W :ulv_{—l—-n—i—,umm,

donc7—1—?:()\1+u1)171>—|—~~—|—(/\m+;¢m)17n>EVect(Ul),~~~ ,17,1))

La notion d’espace engendré se généralise aux espaces vectoriels quelconques.

Sous-espace vectoriel engendré par un ensemble de vecteurs

Définition 4.13 Sous-espace vectoriel engendré

Soit V' un espace vectoriel. Soit vy, va,...,v, € V.

L’ensemble formé de toutes les combinaisons linéaires de wvy,vs,...,v, est un sous-espace
vectoriel de V' appelé sous-espace vectoriel engendré par vi,va, ..., vy, noté Vect (vy,...,v,).
On dit que {v1,...,v,} est un systéme générateur (ou une famille génératrice) de
Vect (v1, ..., 0p).

Cette définition est en réalité une défintion-théoreme, puisqu’elle contient ’affirmation :

L’ensemble formé de toutes les combinaisons linéaires de vy, va, ..., v, est un sous-espace
vectoriel de V.

Vérifions-la dans le cas n = 2, la démonstration dans le cas général est similaire.
Soit V' un espace vectoriel, vi,v9 € V et

W:{’UEV|’U:)\1’U1+)\2U2,)\1,/\2 ER}

Alors,
1. Oy € V est dans W car Oy = 0vy + Ovs.

2. Soit v = A\jv1 + Aqvg et w = pyv1 + pve deux éléments de W. Nous avons :
v+ w = (Avr + Agv2) + (pav1 + pove) = (A1 + p1) vr + (A2 + p2)va € W
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3. A = A(A\vr + dava) = (A1) vg + (Aho)vg € W
Remarques 4.4.0.14. Si w est une combinaison linéaire de u et v, alors Vect (u,v,w) = Vect (u,v).
Exemples. 1. Soit V' = Py. Considérons les polynémes
pi(z) =1, po(z) =2z, p3(z)=2> aveczecR.
Les éléments de Vect (p1, p2) sont de la forme
A1p1(x) + Aopa(x) = A1 + Aoz, avec A1, A2 € R.
Ainsi,
Vect (p1,p2) = Py.

Par conséquent, ’ensemble {p1,p2} est un systéme générateur de P;.
D’autre part, comme

Mp1(T) + Aap2 () + Asps(®) = A1 + Aoz + A32?,  avec Aq, A2, A3 € R,

nous avons
Vect (p1,p2,p3) = Po.
Par conséquent, 'ensemble {p1, p2, p3} est un systéme générateur de Ps.
2. Soit V = M3 2(R). Considérons les matrices

10 0 1 0 0 00
Ar=10 0|, A,=1]0 0|, A;=1{1 o|, As=1]0 1
0 0 0 0 0 0 0 0

Les éléments de Vect (A1, A2) sont de la forme

1 0 0 1 A1 Ag
MAT + XA =X |0 O +X2]0 O =10 0, avec A, s €R.
0 0 0 0 0 O
Ainsi,
a b
Vect (A1, Ay) = { M € M3a(R)[M = |0 0|,abeR
0 0

Cet ensemble représente toutes les matrices 3x2 dont seule la premiere ligne est non nulle.
D’autre part, comme

A1 Ag
MAL+ AAg + A3A3 + M Ay = | A3 Ag|,  avec A, Ao, A3, A € R,
0 0

nous avons

b
Vect(Al,Ag,A37A4): MEM372(R)|M: d|,ab,c,deR
0

o0 Q

Par conséquent, 'ensemble {A;, Ao, A3, A4} est un systeme générateur du sous-espace des
matrices 3x2 dont la troisieme ligne est nulle.
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Indépendance linéaire

Définition 4.15 Indépendance linéaire

Soit V' un espace vectoriel. Soit vy, vs, ..., v, des vecteurs de V.
Les vecteurs vy, vs, ..., v, sont linéairement indépendants (ou libres) si la seule solution de
I’équation

T1U1 + X2V2 + - + TRV, = Oy

est la solution nulle (ou triviale) :

$1=0, 1‘2:0, <oy CEnZO
Si par contre, il existe des coefficients A1, Az, ..., A\, € R non tous nuls tels que
)\11)1 I )\2”02 SFooogF )\nl}n = OV (*)

on dit que les vecteurs sont linéairement dépendants (ou liés) et dans ce cas, (x) est appelée
une relation de dépendance linéaire.

Remarques 4.4.0.16. Tout ensemble de vecteurs qui contient le vecteur Oy est linéairement dé-
pendant car

1-0y +0v; +0vg+---+0v, =0y et (1,0,0,...,0)#(0,0,0,...,0).

Exemples

1. Soit V' = M3 3(R), I'espace vectoriel des matrices 2 x 2 & coefficients réels.

1 0 0 1 0 0 0 0
Al:{o 0}’ AQ:{O 0}’ A?’:L 0}’ A‘*:{o J

sont linéairement indépendantes. En effet, si

Les matrices

00}

AMAL+ AoAo + A3As + MA, = {0 0

on obtient

A1 )\2}_{0 0} oy oy oy
|:)\3 A4 = 0 0 donC,Al—)\2—>\3—>\4—O.

Ainsi, la seule combinaison linéaire nulle est la combinaison triviale.

Par contre, les matrices

1 0 0 1 1 1
Bl:{o 0}’ 32:{0 0}’ Bi”:{o 0}
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sont linéairement dépendantes, car

0 O}'

1Bl + 1B2 + (*1)33 = {0 0

On a donc une relation de dépendance linéaire entre ces trois matrices.
2. Soit V = P5. Les polynomes
pl(‘r) = 17 pZ(x) =, pS(x) = 127 avec T € R?
sont linéairement indépendants. En effet,

A1 (x) + Xapa(z) + Asp3(z) =0 <= A1+ Aoz + X322 =0 pour tout € R

)\1:0
= (A =0
A3 =0

Par contre, les polynomes
q(z) =22 -2z, @) =2*>+3, ¢@)=2r+3
sont linéairement dépendants car
g1 () + (—1)g2(2) + 1gs(z) = 0.
3. Soit V = F(R,R). Les fonctions
fi(x) =cos(x) et fo(x) =sin(x)
sont linéairement indépendantes. En effet, si
A1 cos(z) + Agsin(z) =0 pour tout z € R,

s

nous avons en particulier, en prenant x =0 et x = 5 :
A1 cos(0) + A2 sin(0) =0 A\ =0,
{)\1 cos (5) + Aesin (5) =0 - {)\2 =0.
Par contre, les fonctions
g1(x) = cos®(z), go(x) =sin(z) et g3(z) = cos(2z)
sont linéairement dépendantes car cos(2x) = cos?(z) — sin?(z), donc
1g1(z) + (=1)g2(z) + (=1)gs(x) =0, pour tout = € R.
4. Soit V = F(R,R). La formule

cos(3x) = 4 cos®(z) — 3 cos(x)
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indique que les fonctions

fi(z) = cos(x), fa(w) =cos(3z) et f3(x) = cos®(z)

sont linéairement dépendantes, car
3fi(x) + 1fa(x) + (—4) f3(z) =0, pour tout z € R
Alternativement, cela peut étre montré en résolvant

A1 cos(z) + A cos(3z) + Az cos®(x) =0 pour tout = € R.

En prenant z = 0, z = § et ¥ = § nous obtenons le systeme homogene

A1 cos(0) + A cos(0) + Az cos®(0) =0 A+ Ayt Az =0
)+>\2COS(%)+)\3COS (1):0 < (44X +3X3=0

6
) + Az cos(m) + Az cos® (£) =0 A =8A+ A3 =0

A1 COS (
A1 COS (

us
6
us
3

Comme la solution de ce systeme est

A1 -3
Xo| =t |—-1], avecteR,
A3 4

nous retrouvons la relation de dépendance linéaire

3f1(x) + 1fo(x) + (—4) f3(z) =0, pour tout = € R.

Théoreme 4.17 Caractérisation des ensembles linéairement dépendants
Soit V' un espace vectoriel, et vy, vs,..., v €V (avec k > 2).
L’ensemble S = {vy1,v9, ..., v;} est linéairement dépendant si et seulement si au moins un des

vecteurs de S peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres.

Démonstration. Analogue au cas V' = R"™ traité au chapitre 1. O

Corollaire 4.18

Si Pensemble de vecteurs {vi,vs,...,vx} est linéairement dépendant alors l’ensemble
{v1,v2, ..., v, v} est aussi linéairement dépendant et ceci pour n’importe quel choix de v € V.

Démonstration. Supposons que vy € Vect (va, ..., vy). Alors nous avons vy € Vect (va, ..., vk, v)
pour tout v € V' car

U1 = HUp o+ U = U1 = pov2 + e v + 00
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Corollaire 4.19

Si S = {v1,...,vx} est un ensemble de vecteurs linéairement indépendants alors tout sous-
ensemble T' de S est formé de vecteurs linéairement indépendants.

Démonstration. Supposons qu'un sous-ensemble T de S est formé de vecteurs linéairement dé-
pendants. Le corollaire précédent entraine que I’ensemble S est aussi formé de vecteurs linéai-
rement dépendants, ce qui est en contradiction avec I’hypothese. O

Bases et dimension

Définition 4.20 Base d’un espace vectoriel

Soit V' un espace vectoriel. Soit by, bs, ..., b, des vecteurs de V.
L’ensemble de vecteurs B = {b1, ba,...,b,} est une base de V si et seulement si

1. Pensemble B = {by,ba,...,b,} est linéairement indépendant,

2. Tensemble B = {b1,ba,...,b,} est un systéme générateur de V :
V = Vect (B) = Vect (b1, ba, ..., by).

On note alors B = (by, ba,...,by,) et cette notation tient compte de 'ordre des vecteurs.

Remarques 4.4.0.21. Cette définition ne présuppose pas que tous les espaces vectoriels ont une
base B = (b1, ba,...,b,). Nous reviendrons sur ce point lors de la définition 4.25, qui distingue
les espaces de dimension finie de ceuxr de dimension infinie.

Exemples. 1. Soit V' =R". Les vecteurs

1 0 0
0 1 0
0 0 0
e_1> = ) ?2 = . ) 9 ej =
0 0 0
0] 0] 1]

sont linéairement indépendants et engendrent V' = R™. Par conséquent, ils forment une
base de R", appelée base canonique, notée & :

= = —
&= (613623"'3677.)'
2. Soit A = [al a2 '+ Gn| yne matrice carrée de taille n x n.

En vertu du théoreme de caractérisation des matrices inversibles, nous avons :

(H, a5, ..., a_n>) est une base de R" <« A est inversible.
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3. Soit V = Py l'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 2.
Nous avons vu que les polynomes

p(@) =1, pa) =z ct py(a)=a? aveca € R,
sont linéairement indépendants. De plus, comme tout élément de Py s’écrit

p(z) = a+bx + cx? = api(x) + bpa(x) + cps(x), avec a,b,c €R,

les polynémes pi, p2 et ps forment un systéme générateur de Po, donc une base de Po,
appelée base canonique.

Notation. Nous allons noter cette base £ = (17 x, x2) plutdt que € = (p1,p2,p3).

4. Soit V =P, I'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a n.
Comme les polynémes

pi(z) =1, po(x) =2, p3(x)=2% ..., po(z)=2""" po(r)=2", avecz R,
sont linéairement indépendants et tout polynome s’écrit
p(z) = ap + a1z + asx® + ...+ an_12" '+ a,z™,  avec ag,ai,as,...,an € R,

I’ensemble £ = (1,x,x2, . ,x”) est une base de P,,, appelée base canonique.

5. Soit V' = My o(R) I'espace vectoriel des matrices de taille 2 x 2. Comme les matrices
{1 O} {0 1} {0 O} {O 0}
0 o/’ [0 o [1 0] [0 1
sont linéairement indépendantes et toute matrice de taille 2 x 2 peut s’écrire sous la forme

a b 10 0 1 0 0 0 0
{c d _Q{O 0}—#1){0 0}—#0{1 0}+d{0 J, avec a,b,c,d € R,
I’ensemble

e=(lo oo ot oo Y1)

est une base de V' = My 2(R), appelée base canonique.

6. De méme, 'espace vectoriel M, ,,(R) des matrices de taille m x n admet comme base

canonique l’ensemble des matrices (Eij)lgigm ou Ej;; désigne la matrice dont tous les
1<j<n
coefficients sont nuls sauf celui en position (i, j) qui vaut 1.

7. Soit V = P4 l'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 4. Considérons
les trois polynomes

pr(z) =22 4+22 -1, po(x) =222 —x+3, ps(z)=>52>+32z+5, avecaxcR.

et soit W = Vect (p1, p2, p3).

Comme p3(x) = 2p1(x)+p2(x), ces polynomes sont linéairement dépendants. Donc {p1, p2, p3}
ne constitue pas une base de W.

Par contre, les polynémes p; et ps sont linéairement indépendants et Vect (py, p2,p3) =
Vect (p1,p2), donc B = {p1,p2} forme une base de W.
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8. Soit V = P3. Posons
qi(z) =1, g2(z) =2 +1, g3(x) = 2% + z, qa(x) = 2° +a*.

Montrons que B = {q1, g2, ¢3, ¢4} est une base de V.
Indépendance linéaire. Supposons

aqi(x) +bga(x) + cqgs(z) + dga(z) = 0.
En développant et en regroupant par puissances de x :
(a+b)+ (b+c)z+ (c+d)x? +da® =0.

Par identification des coefficients, on obtient le systeme :

d=0,

c+d=0, G b d—
b+c=0,

a+b=0,

Ainsi, les polynomes ¢, g2, q3, g4 sont linéairement indépendants.
Génération. Soit p(x) = A+ Bx + Ca? + Da® € P3. Cherchons a,b,c,d € R tels que
p(z) = aqi(x) + bga(z) + cqs(x) + dqa().

Comme plus haut, ’égalité des coefficients impose :

d=D, d=D,
c+d=0C, ,. ¢c=C-D,
d’ou
b+c= B, b=B—-C+D,
a+b=2A, a=A—-B+C-D.

11 existe donc toujours des réels a, b, ¢, d réalisant p(x).
Donc B= (1, x + 1, 22 + x, 2 + 22) est une base de P3.

Théoréme 4.22 Théoreme de la base extraite

Soit V' un espace vectoriel. Soit S = {v1,va,...,v;} un ensemble de vecteurs de V et soit
W = Vect (v1,va,. .. ,vg) le sous-espace vectoriel de V' engendré par S.

1. Siun vecteur de S est combinaison linéaire des autres, on peut le supprimer sans changer
I’espace engendré : les autres vecteurs engendrent encore W.

2. Si W # {0y }, alors il existe un sous-ensemble de S qui est une base de W. Autrement
dit, il est possible d’extraire de ’ensemble S une base de W.

Démonstration. 1. Supposons que v s’écrit comme combinaison linéaire de vy, v, ..., V5_1
(si ce n’est pas le cas, il suffit de renuméroter les vecteurs) :

Vg = AMU1 + AoV + ...+ A 1Vk—1
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Soit maintenant w un vecteur quelconque de W. Comme S engendre W nous avons :

W= V1 + pv2 + ... + frp—1Vk—1 + UEVk
= p11v1 + oV + .o pp—1Vk—1 + g (A101 + A2+ Ao 1vk—1)
= (1 + preA1) v1 + (p2 + prA2) va + o+ (k-1 + peAk—1) V-1

ce qui montre que {vy,vs,...,v;_1} engendre encore W.

2. Si S est linéairement indépendant, alors S est une base. Sinon I'un des vecteurs de S est
une combinaison linéaire des autres et d’apres le point 1, on peut ’enlever. On continue
de la sorte jusqu’a ce que I’ensemble de vecteurs restant soit linéairement indépendant.

O

Théoréme 4.23

Soit V' un espace vectoriel qui admet B = (b, ...,b,) pour base.
Sim > n, alors tout ensemble de vecteurs de V' formé de m vecteurs est forcément linéairement
dépendant.

Démonstration. Soit {w, ..., wy}, avec m > n, un ensemble de vecteurs de V. Il faut montrer
que
Awi + Aows + -+ + AWy, = 0y (*)
possede une solution non triviale (A1, Az, ..., Ap) # (0,0,...,0).
Comme B = (by,bs,...,by,) est une base de V, tout vecteur de V peut s’écrire comme une
combinaison linéaire de by, bs, ..., b,. En particulier

wy = a11b1 + a12by + - + a1 by
a21b1 + agabs + - - - + aspby,

w2

Wm amlbl + am2b2 +---+ amnbn

En remplacant dans (x) nous trouvons :
A1 (a11b1 4 a12ba + - - + a1nbn) + .o F A (@mab1 + amzba + -+ + amnby) = Oy
ou de maniere équivalente
(Ma1r + Aaaor + ...+ A1) b1 + ..o+ (Marn + Aaagn + ..o+ Ap@mn) by, = Oy

Comme B = (by,bs,...,b,) est une base de V, les vecteurs by, bo, ..., b, sont linéairement
indépendants et par conséquent, tous les coefficients de cette équation sont nuls :

()\1&11 + Xoagy + ...+ /\maml) by +...+ ()\1a1n + Xoasgy, + ...+ /\mamn) b, = 0y.
=0 =0

Nous trouvons ainsi un systéme de n équations homogenes & m inconnues (A1, Ag, ..., A\p,) :

a1iM +a21de+ ...+ amiA, =0

a1n>\1 -+ agn)\g + ...+ amn)\m =0
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Comme par hypothese m > n, le systeme possede des solutions non triviales, ce qui entraine
la dépendance linéaire des vecteurs wy, wa, . .., Wn. O

Corollaire 4.24

Soit V un espace vectoriel qui admet comme bases B = (b1, ba,...,b,) et C = (c1,¢,...,Cm).
Alors m = n.
Autrement dit, toutes les bases d’un espace vectoriel ont le méme nombre d’éléments.

Démonstration. Soit (b1, ba,...,b,) et (c1,c2,...,¢n) deux bases de V.

Comme (by,...,b,) est une base et par définition les vecteurs ws, ..., w,, sont linéairement
indépendants, le théoreme 4.23 nous donne m < n.

En échangeant les roles de (by,ba,...,by) et (c1,¢2,...,¢n) nous obtenons n < m.

Par conséquent, m = n. L

Définition 4.25 Dimension d’un espace-vectoriel

Soit V' un espace vectoriel. Alors V est forcément dans I’'un des deux cas suivants :

1. V admet une famille génératrice avec un nombre fini d’éléments. Alors V' admet des
bases, qui ont toutes le méme nombre d’éléments. Dans ce cas, la dimension de V est le
nombre de vecteurs d’une base de V. Elle est notée dim V.

2. Si V n’admet pas de famille finie génératrice, on dira que V est de dimension infinie :
dimV = co.

Remarque 4.4.0.26. Comme {0y} est un ensemble linéairement dépendant, ’espace vectoriel
{0y} ne peut pas avoir de base et nous posons

dlm{OV} =0.
1 0 0
Exemples. 1. dim (R®) =3 car £ = 0f,]|1],|0 est une base de R3.
0 0 1
2. dim (R") = n car £ = (1, €3,...,e,) est une base de R".
3. dim (P2) = 3 car £ = (1,z,27) est une base de Ps.
4. dim (P,) =n+1 car &= (1,z,2%,...,2") est une base de P,.
5. dim (M2 2(R)) =4 car

e=(lo oo ol ol V)

est une base de Mj 2(R).
6. dim (M,, ,(R)) = mn.

7. L’ensemble des fonctions et ’ensemble des fonctions continues de R dans R sont deux
espaces vectoriels de dimension infinie.
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Remarque importante 4.27

A de rares exceptions pres, ce cours traitera essentiellement d’espaces vectoriels de dimension
finie.

Théoréme 4.28

Soit V' un espace vectoriel de dimension n > 0.

1. Tout ensemble de n vecteurs linéairement indépendants engendre V' ; c’est donc une base
de V.

2. Tout ensemble de n vecteurs qui engendre V est linéairement indépendant ; c’est donc
une base de V.

Remarque 4.4.0.29. Si la dimension n > 0 de l’espace vectoriel V' est connue, pour obtenir une
base de V il suffit de trouver :

— soit n vecteurs linéairement indépendants de V,

— soit un systéme générateur de V' formé de n vecteurs.

1 -2 1
Exemple. Montrer que B = 2(,1 11,10 est une base de R3.
3 0 0
1 -2 1
Comme dim (R3) = 3, il suffit de montrer que les trois vecteurs 2|, | 1 | et |0| sont
3 0 0
linéairement indépendants :
1 ) 1 0 AM—2X+2A3=0 A =0
/\1 2 +>\2 1 +>\3 of =10 = 2>\1+)\2:0 <~ )\2:0
3 0 0 0 3\ =0 A3 =0

Ainsi, les vecteurs donnés forment bien une base de R3.

Propriété 4.30

Soit V' un espace vectoriel de dimension n > 0.
1. Si m < n, alors un ensemble formé de m vecteurs de V n’engendre pas V.

2. Sim < n, alors un ensemble formé de m vecteurs linéairement indépendants de V' peut
étre complété pour former une base de V.

Exemple. Soit V = Ms(R), lespace vectoriel des matrices 2 x 2 a coefficients réels. On a
dimV =4.

1. Considérons les trois matrices

1 0 1 1 0 1
Al:{o 0}’ Az:{o 0}’ AS:L o}'
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Ces matrices (m = 3 < 4) sont linéairement indépendantes.
En effet, si

A

10 11 011 [0 0
A {0 0}+A2{0 0}+A3{1 0}_{0 0}

{)\14—)\2 )\24’)\3}7{0 0
A3 0 00

alors

}i)\gio, A2 =0, A\; =0.

Ces matrices sont donc linéairement indépendantes. Mais elles n’engendrent pas tout
M5 (R) : toute combinaison linéaire est de la forme

< o
c 0]’
et ne permet pas d’obtenir de matrices dont le coefficient (2,2) est non nul. Ainsi,
Vect (A1, Aa, As) # Ma(R).
2. On peut compléter cet ensemble pour former une base de Mo (R) en ajoutant, par exemple,

AFP 0}.

0 1

5=(lo o lo o] i o] o 1))

est une base de M(R).

Alors

Propriété 4.31

Soit V' un espace vectoriel de dimension n > 0. Soit W un sous-espace vectoriel de V. Nous
avons :

1. dimW < dimV.
2. SidimW =dimV alors W = V.

Démonstration. Soit (w1, ws, ..., w,,) une base de W.

1. Comme par définition les vecteurs wy,...,w,, sont linéairement indépendants, alors le
Théoreme 4.23 implique m < dim V.

2. Si m = dim V, alors par le Théoreme 4.28, point 1, les m vecteurs wy, . .., w,, engendrent
V et forment une base de V. Ainsi W = V.

O
Exemple. Soit V' = P53, de dimension 4.
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1. Considérons
W={peP;|p0)=0}={ax+bz*+ca®|a,bcecR}.
Alors {z, 2%, x®} engendre W et est linéairement indépendant, d’ott
dimW =3 <4 =dimV.

2. Sous-espace engendré par 4 polynémes indépendants.
Posons

a(@) =1 @@ =r+l, @@)=2"+2, @) ="+,

et soit W’ = Vect (q1,¢2,q3,94) C V.
Montrons que q1, g2, q3, g4 sont linéairement indépendants. Supposons

aqi(x) +bga(x) + cqs(z) + dga(z) = 0.
En identifiant les coefficients aprés développement :
(a+b+2c) + (b+d)x + cx* + da® = 0,

d’on le systeme

d=0,

¢=0, — a=b=c=d=0
b+d=0,

a+b+2c=0,

Ainsi, {q1,92,q3,q4} est libre, c’est donc une base de W’ = Vect (¢1, 2, g3, g4)-
On a donc W/ C P3 et dim W’ = 4 = dim P3. Donc W' = Ps.

Vecteur de coordonnées par rapport a une base

Théoréme 4.32 Coordonnées des vecteurs

Soit V' un espace vectoriel de dimension n > 0.
Soit B = (b1,...,b,) une base de V. Alors tout vecteur v de V s’écrit de maniére unique
comme combinaison linéaire de by,...,b, :

v = A1by + Xobs + ...+ Apbn, avec Aq,..., A\, €ER.

Démonstration. Soit v = A1by + ...+ Apby et v = p1by + ... + ppb, deux écritures de v. Nous
avons

Oy = (A1 — p1)b1 + ()\2 — Mg)bg + oo+ (A — fn)bn.
Comme les vecteurs by, ..., b, sont linéairement indépendants, nous trouvons A; — p; = 0
pour j =1,2,...,n,donc \j = p; pour j =1,2,...,n. O

Remarque 4.4.0.33. Un systéeme générateur « couvre » l'espace ; l'indépendance linéaire « évite
les redondances » . Une base « couvre sans redondances » .
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Définition 4.34 Coordonnées
Les nombres Aq,...,\, € R sont appelés coordonnées de v dans la base B.

Notation. Il suit du Théoreme 4.32 que pour tout choix d’une base B de V, nous pouvons

A
A2
associer le vecteur v € V au vecteur | . | € R", appelé vecteur des coordonnées de v dans la
An
base B, noté [v]g :
A1
A2
vV=MAMb1 +Xobo+ ...+ \b, €V & [’U}B: . e R"”
An

Attention! L’ordre des vecteurs de la base est important. Il détermine 'ordre des \; dans
Pécriture de [v]p

Exemples. 1. Trouver les coordonnées de ¥ = Lﬂ € R? par rapport  :

(a) la base canonique & = ([(ﬂ , {ﬂ) :

P-[-aleall] — w-[er

wwwse 5= ([T [1])

Nous cherchons A, 1 € R tels que
2] 1 1] |x+ u}
V= M _AM +“LJ - L—u :
Nous devons résoudre le systeme
Adpu=2 A=3
<~
A—p=4 w=-1

Nous avons donc
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2. Soit V=Pyet &= (1, x, x2) la base canonique de V' = P3. Nous avons :

2
px)=2-3z+T2° € Py <= [ple=|-3| €R?
7
En prenant B = (acQ, x, 1) nous trouvons :
7
p(x)=2-3x+722€Py <= [plp=|-3| €R?
2

Remarque 4.4.0.35. L’ordre des vecteurs dans une base est bel et bien important.

3. Soit V' = My 3(R) et £ la base canonique de V = M, 3(R). Nous avons :

4
5
|4 5 6 6 6
A= {7 3 9} EM33(R) = [Ale= 7 eR
8
9
Remarque 4.4.0.36. L’écriture d’un vecteur v € V sous la forme
v = Ab1 + Xobo + ...+ \by,
revient a exprimer v 4 l'aide des vecteurs de référence by, ..., b, de la base B. Les nombres
réels (A1,...,\n) jouent le réle des coordonnées de v : ils indiquent « combien de fois » chaque

vecteur de la base intervient dans la construction de v.

1l y a donc une correspondance entre [’espace vectoriel V' et l’espace concret R™, a condition
d’avoir choisi une base B.

Ainsi, le vecteur v appartient d un espace vectoriel V. quelconque (polynémes, matrices, fonc-
tions...), mais son vecteur de coordonnées [v|g appartient a R™, ce qui permet de travailler avec
les outils du chapitre 1. Tout cela nous sera trés utile a la section 4.6.2.

Noyau et image d’une matrice

Définition 4.37 Noyau d’une matrice

%
Soit A = (a;x) une matrice de taille m x n. L’ensemble des solutions de A7 = 0 est appelé

le noyau de la matrice A, noté Ker(A).

Ker(A) = {Z €R"|AT = 0} CR™.

Remarques 4.4.0.38. 1. Soit Ty: R — R™
— AT

)

alors Ker(Ts) = {@ € R* | Ta(Z) = 0 }, donc Ker(A) = Ker(Ts).
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2. L’ensemble des solutions du systéme d’équations linéaires homogénes

a1171 + @122 + a1323 + - + a1,Tp = 0
(2171 + a22T2 + G23T3 + -+ + agpx, = 0
Am1%1 + QmaT2 + Gm3T3 + -+ GmnTp = 0

est le noyau de A.

Propriété 4.39

Ker(A) forme un sous-espace vectoriel de R™.

Démonstration. 1. Oin Ker(A) car AT =71,

2. Soit 7, € Ker(A). Ona A(Z+7) = AT +AY = 6>+6> = T donc 7+ € Ker(A).

3. Soit 7 € Ker(A) et A € R. On a ANT) = MAT = A0 = 0 donc A7 € Ker(A).

Remarque importante 4.40

- =
Si b # 0, alors les solutions du systeme inhomogene
_>
AZ =1

ne forment pas de sous-espace vectoriel de R™ car 7 = 0 nlest pas solution de ’équation.

%

Rappelons d’ailleurs qu’au chapitre 1, nous avons vu que ’ensemble des solutions de A7 = b
_)

est un translaté de I'ensemble des solutions de AZ = 0.

Théoréme 4.41

La dimension du noyau de A correspond au nombre de variables libres dans la résolution de

AT = 0.

Démonstration. Lorsqu’on résout le systeme homogene AZ = 0, la forme échelonnée de A

fait apparaitre p variables libres (associées aux colonnes non pivot) et n — p variables de base
(associées aux colonnes pivot).

Chaque solution est entierement déterminée par le choix arbitraire des p variables libres, les
variables de base se déduisant alors automatiquement des équations.

Ainsi, I'ensemble des solutions est un sous-espace de R™ décrit par p parametres indépen-
dants : c’est donc un sous-espace de dimension p.
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Autrement dit :
dim(ker(A)) = nombre de variables libres.

Exemples. 1. Considérons la matrice

%
On résout le systéme homogene A7 = 0.

1 2 3 1 2 3
A_{z 4 G}N{o 0 0}_R

On a un seul pivot, colonne 1, qui correspond & la variable de base. Les variables z2 et z3
sont libres.

Ainsi :
N -2 -3 —2 -3
AZ=0eZ=t|1]|4+ul0 ,t,u € R, donc Ker(A) = Vect 11,10
0 1 0 1
Donc dim(Ker(A4)) = 2.
2 -4 6
2. Soit A=1|-2 -4 2
4 8 —4
1 0 1
A~ |0 1 -—1]|, donc x; et x5 sont variables de base, et x3 libre.
0 0 O
N -1 -1
A7 =07 =t|1],teR, donc Ker(A) = Vect 1
1 1

Donc dim(Ker(A)) = 1.

Définition 4.42 Image d’une matrice

Soit A = [al e an] une matrice de taille m x n :

Le sous-espace vectoriel de R engendré par les n vecteurs colonne de la matrice A est appelé
image de A, noté Im(A) :

Im(A) = Vect (ﬂ, aj, ... ,a_%) Cc R™.

— —
Rappel. Pour T': R” — R™ linéaire, Im(T") = { b eR™ |37 eR",T(Z)= b }
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Propriété 4.43

Soit Ta: R"™ — R™ , alors Im(A) =Im(T4).

7 — AT
p . ., 77 -
Démonstration. 1. Tm(T4) € Im(A) : Soit b € Im(T4). Alors 37 € R" tel que Ta(Z) = b .
%
Or Ta(Z) = A7, donc 37 € R" tel que AT = b .
%
Donc 37 € R” tel que b = ma +ZC204_>2 + .- +xna_n>.
- -
Donc b € Vect (af,...,a,), donc b € Im(A).
— -
2. Im(A) C Im(Ty) : Soit b € Im(A). Alors b = Ajaf + Xo@ + - - - + Anatr, A; € R.
Donc
A1
To[@ @ e @]
An
A1
A2
Donc b = A | .
An
)\1 )\1
2 — A2
Ainsi il existe un vecteur de R™, | . |, telque b = A | .
An An
Donc b € Im(Ty).
O
Définition 4.44 Rang d’une matrice

La dimension du sous-espace des colonnes de A est appelée rang de la matrice A, noté rang(A) :

rang(A) = dim (Im(A)) .

2 -4 6 SN 2 —4 6
Exemple. Soit A= [-2 -4 2| = [al a3 GB] Im(A) = Veet [ |-2|,|-4|,] 2
4 8 —4 4 8 —4
2 —4 6
Mais |—2| — [—4| = | 2 |, donc ces trois vecteurs ne sont pas linéairement indépendants.

4 8 —4
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Par contre, {af, a3} est libre.
Donc Im(A) = Vect (af,a3) et dim(Im(A)) = 2 = rang(A).

Remarque importante 4.45

1 0
A~ |0 1 —1{ donc (H, @) correspond aux colonnes pivot de A.
0 0

Théoréme 4.46 rang(A) = rang(AT)

Le rang d’une matrice est égal au rang de sa transposée.

rang(A) = dim (Im(A)) = dim(Im(AT)) = rang(AT).

Démonstration. Admis. O

Corollaire 4.47
Si A est de taille m x n, alors rang(A) < min(m,n).

Démonstration. Im(A) C R™, donc rang(A) < m.
Et Im(AT) C R™, donc rang(A) = rang(AT) < n. O

Théoreéme 4.48 A ~ B = rang(A) = rang(B)

Deux matrices équivalentes ont le méme rang :

A ~ B = rang(A) = rang(B)

Démonstration. Admis.

Idée : Cela repose sur la propriété que si E est inversible, alors rang(EA) = rang(A) Or
si A ~ B alors il existe un ensemble de matrices élémentaires inversibles E; telles que A =
Ey---E1B. O

Déterminer une base de Im(A)

Théoréme 4.49

Soit A une matrice de taille m x n et R une forme échelonnée réduite de A. Alors
1. Les colonnes pivots de R sont linéairement indépendantes.

2. Les colonnes pivots de A (donc celles qui correspondent aux colonnes pivots de R) sont
linéairement indépendantes.

3. Les colonnes non-pivots sont des combinaisons linéaires des autres colonnes.
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Remarque 4.4.0.50. Les opérations élémentaires sur les lignes préservent les relations d’indé-
pendance ou de dépendance linéaire des colonnes.

Démonstration. Soit R la forme échelonnée réduite par lignes de A.

1. Dans R, chaque colonne pivot contient un seul coefficient non nul, égal a 1, situé sur une
ligne distincte, et tous les autres coefficients de cette colonne sont nuls. Il est donc immédiat
que ces colonnes sont linéairement indépendantes (il suffit de I’écrire explicitement).

2. Comme R est obtenue a partir de A par des opérations élémentaires sur les lignes, il existe
une matrice inversible E telle que R = FA. Les colonnes de R sont donc les images des
colonnes de A par Papplication linéaire représentée par E. Or une application linéaire
inversible préserve les relations de dépendance linéaire :

E(clcﬁf—l—--ui—cpcﬁz)zo = clcﬁ—l—n-—i—cpcﬁzo.

Les colonnes pivots de A sont donc linéairement indépendantes.

3. Enfin, dans la forme échelonnée réduite R, chaque colonne non-pivot s’exprime comme
combinaison linéaire des colonnes pivots. En effet, R = F A avec E inversible signifie que
chaque colonne de R est obtenue en appliquant la méme combinaison linéaire (définie par
E) aux colonnes de A. Ainsi, toute relation entre colonnes dans R correspond & une relation
identique entre les colonnes de A, et les colonnes non-pivots de A sont des combinaisons
linéaires des colonnes pivots.

O

Stratégie pour trouver une base de Im(A) :
1. Echelonner et réduire A.

2. Les colonnes de A qui correspondent aux colonnes pivots de R forment une base de
Im(A).
Plus généralement, si A a k colonnes pivot, tout ensemble linéairement indépendant de
k colonnes de A forme une base de Im(A).

Cas particulier : Si A est de taille m x n et si R a un pivot sur chaque ligne (autrement dit, si
R a m pivots), alors rang(A) = dim(Im(A)) = m. Dans ce cas, Im(A4) = R™ et tout ensemble
libre de m vecteurs de R™ constitue une base de Im(A).

Remarque importante 4.52

Attention ! De maniere générale, les colonnes pivot de R ne constituent pas une base de Im(A) :
elles appartiennent & Im(R), pas & Im(A).

Exemple.
1 21 1 0 -3
A:{H@@}: 1 0 3/ ~1l0 1 2 :[7‘_1)7“_2)7?,)}:3
1 4 5 0 0 O
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Ainsi, dim(Im(A)) = rang(A) = 2 et nous pouvons prendre

(at,

S

) ou (aj,a3) ou (a3, al)

comme base de Im(A). Par contre, nous ne pouvons pas prendre ici (T_1>,’r'_2>) comme base de
Im(A) car la troisieme composante des vecteurs 71 et 75 est nulle. Donc aucune colonne de A

n’appartient a Vect (7’—1>, r—2>)
Nous remarquons néanmoins que les colonnes de A et R ont la méme relation de dépendance
linéaire :
T4 =37 +27 et a;=—3a +2a.

Remarque 4.4.0.53. En résumé :

— Colonnes pivots de A : base de Im(A).

— Nombre de variables libres : nombre de vecteurs dans la base de Ker(A)
On a donc le théoréme suivant.

Théoreme 4.54 Théoreme du rang

Soit A une matrice de taille m x n. Nous avons

dim (Ker(A)) + rang(A) = n.

Démonstration. Nous avons

(nombre de variables libres) + (nombre de pivots) = (nombre d’inconnues)

Remarque importante 4.55

Attention ! Le nombre de colonnes non pivot de A nous donne la dimension de Ker(A), mais
il est faux en général que les colonnes non pivot de A sont dans Ker(A). Cela n’a en fait pas
de sens, en général.

En effet, si A est de taille m x n, alors les colonnes de A sont des vecteurs de R™, mais
Ker(A4) Cc R™

2 6 -1 1 -7 1 -2 0 -1 3
Exemples. 1. A=1{1 -2 2 3 —-1|~|0 0 1 2 =2
2 4 5 8 —4 0 0 0 0 O

x1,x3 sont des variables de base et xs, x4, x5 sont des variables libres.
On a donc immédiatement Tm(A) = Vect (ai,a3) et dimKer(A) = 3.
Déterminons Ker(A).
r1 = 229 + x4 — 375

x9 libre, r € R
Ker(A) : T3 = —2x4 + 225

x4 libre, s € R

xs libre, t € R
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Donc
2 1 -3
1 0 0
76Ker(A)<:>?:T O +s|—2|+t]| 2 |,rsteR.
0 1 0
0 0 1

Ces trois vecteurs engendrent Ker(A) qui est de dimension 3, ils constituent donc une base

de Ker(A).
1 2 3
2. Déterminer le noyau et I'image de A= |1 0 1].
1 45
1 2 3 1 0 1
A=11 0 1{~ |0 1 1| =R
1 45 0 00

B dim (Ker(A4)) =3-2=1
rang(4) =2 = { dim (Im(A)) = 2

Systeme homogene associé a R :

r+z=0 T=-z (2 variables de base)
< . .
y+2=0 y=—2 1 variable libre
T -1
Solution générale : |y| =t |—1|, avect € R
z 1
-1
Donc Ker(A) = Vect -1
1

Comme dim (Im(A)) = 2, il faut choisir deux colonnes de A linéairement indépendantes
pour avoir une base de Im(A4). Par exemple,

1 2 1 3 2 3
Im(A) =Vect [ |1]|, |0 ), Im(A)=Vect| [1|,|1]| |, Im(A)=Vect| [0], |1
1 4 1 5 4 5
2 1
Remarques 4.4.0.56. (a) Nous pouvons remplacer |0| par |0| ci-dessus.
4 2

(b) Nous avons ici

Im(R) = Vect [ |0], |1 et Im(A) # Vect [ |0], |1
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3. Déterminer le noyau et 'image de la matrice

1 2 1 3 5
A=12 -1 -3 0 3
3 0 -3 2 71
1 2 1 3 5 10 -1 0 1
A=12 -1 -3 0 3{~|0 1 1 0 —-1|=R
3 0 -3 2 7 00 0 1 2
dim (Ker(A)) =5—-3 =
A)=3=
rang(4) {dim (Im(A)) =
Comme dim (Im(A)) = 3 et Im(A) C R? on a Im(A) = R3.
Systeme homogene associé a R :
1’1—1’3+£L'5:0 1 = T3 — Ty
To+ax3—x5=0=< 0 =—x3+ T5
x4+ 225 =0 Ty = —2x5
X 1 -1
X2 -1 1
Solution générale : |x3| =s| 1 | +t| 0 |, avec s,t € R.
Ty 0 -2
ZIs 0 1
1 -1
-1 1
Donc Ker(A) = Vect 11,10
0 -2
0 1

Corollaire 4.57

Si A est une matrice n X n, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est inversible.
2. rang(A) = n.
3. dimKer(A) = 0.

Démonstration. Il s’agit du théoreme du rang 4.54 appliqué au théoreme de caractérisation des
matrices inversibles 2.23. O
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Rang et systeme d’équations linéaires

Considérons a nouveau le systeme d’équations linéaires a m équations et n inconnues :

1121 + @12%2 + 013%3 + - - + A1 Ty = by (1)

a21%1 + A22%2 + A3T3 + - -+ + A2pTy = b (2)

a3171 + a32T2 + a33x3 + - - + a3 Ty = b3 (3) (%)
Am1%1 + Gm2T2 + Apm3x3 + -+ ATy = bm (m)

Nous avons vu que nous pouvons exprimer ce systeme sous forme matricielle :

AT =1

ol A€ Mun(R), T €R" et b € R™

De plus, nous avons défini la matrice augmentée associée au systéme (%) :

ail @12 - Qln b1
a1 Q22 - A2p bo
am1 Am2 o Qmn bm

Les résultats obtenus au chapitre 1 peuvent se reformuler de la maniere suivante :

Théoréme 4.58

%
1. Sirang(A) < rang ([A | b ]) alors le systeme n’a pas de solution.
_)
2. Sirang(A) = rang ( [A | b ]) = n alors le systéme posseéde une solution unique.
AT

3. Sirang(A) = rang ([ | ]) < n alors le systeme possede une infinité de solutions.

Démonstration. Nous avons vu que les opérations élémentaires sur les lignes ne changent ni le
rang ni les solutions du systeme. Par conséquent, il suffit de considérer la matrice échelonnée-
réduite associée au systeme :

1 0 0 = * %
0 1 0 =% * %
0 0 1 =« * %
0 00 O 0 =*
0 0 0 O 0 x|

pour conclure. O
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Espace des lignes d’'une matrice

Définition 4.59 Vecteurs lignes, sous-espace des lignes, rang d’une matrice

Soit A une matrice de taille m x n :

a1l aiz - QAin
a1 Q22 - Q2n
A =
Am1 Am2 o Amn
Les vecteurs
ail a21 Am1
= a2 — 22 = Am?2
61 = ) £2 = o ) P fm =
A1n A2 Amn,

sont les vecteurs colonnes de A”. Nous dirons que ce sont les vecteurs ligne de la matrice A.
Le sous-espace vectoriel de R™ engendré par les m vecteurs ligne de la matrice A est appelé
sous-espace des lignes de A, noté Lgn(A) :

Lgn(A) = Vect (E_f, 6_;, . ,E_m>) CcR"

Remarque 4.4.0.60. 1. Lgn(A) = Im(A”) et Lgn(AT) = Im(A).
2. Comme rang(A) = rang(A7T), rang(A) = dim(Lgn(A)).

1 2 3

4
%
4 5 6 etfgzg.

W N =

_)
Exemple. Soit A = { } € M3 3(R). Nous avons ¢ =

- =
Et, rang(A) = 2 car les vecteurs £; et ¢y sont linéairement indépendants.

Propriété 4.61

Si A et C sont deux matrices équivalentes alors

Lgn(A) = Lgn(C).

Démonstration. Comme A ~ C| les lignes de la matrice C' peuvent étre obtenues a partir de
celles de la matrice A a 'aide des opérations élémentaires sur les lignes. Par conséquent, les
lignes de C sont des combinaisons linéaires des lignes de A et de ce fait, elles se trouvent dans
le sous-espace des lignes de A, ce qui implique

Lgn(C) C Lgn(A).
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En inversant le role de A et C nous trouvons
Lgn(A) C Lgn(C),
ce qui nous donne 1’égalité cherchée. O

Remarque 4.4.0.62. Nous retrouvons le théoréme 4.48 : si A et C sont deuzx matrices équivalentes

alors
rang(A) = rang(C).

Remarque 4.4.0.63. Si R est une matrice échelonnée-réduite avec r lignes non-nulles :

1 0 0 = *
o 1 0 *x - % r lignes non-nulles
0o 0 1 *x - %
R =
0 0 0 O 0
o o0 o o - 0

alors les r lignes non-nulles sont automatiquement linéairement indépendantes et de ce fait,
forment une base du sous-espace des lignes de R. Il s’en suit que

rang(R) = r.

Remarque 4.4.0.64. Soit A une matrice de taille m x n et soit R la matrice échelonnée-réduite
associée a la matrice A. Nous avons

Lgn(A) = Lgn(R)

et il est pratique d’utiliser ’ensemble formé des r lignes non-nulles de R comme base de Lgn(A).

De plus, pour calculer le rang d’une matrice quelconque A, il suffit de compter le nombre de
lignes non-nulles de R (ou le nombre de lignes non-nulles de toute matrice échelonnée associée
aA).

Exemples. 1. Comme

1 21 10 -3
A=1|-1 0 3|~ |0 1 2| =R
1 4 5 00 0
nous trouvons
rang(A) = 2
1 0
et nous pouvons prendre 01,]|1 comme base de Lgn(A).
-3 2
Tout vecteur de Lgn(A) peut s’écrire sous la forme
1 0 A
A O +p|lf = I , avec A\, u € R.

-3 2 2 — 3\
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De ce fait, nous avons un moyen simple de caractériser appartenance a Lgn(A) :

U1
7 = |v2| € Lgn(A) <— w3 =2vy — 3u;
U3

Bien entendu, comme dim (Lgn(A)) = 2, pour avoir d’autres bases de Lgn(A) il suffit de
choisir deux lignes de A linéairement indépendantes :

17 [-1 17 1 -11 1
21,10 , 2(, 4 ou 01,4
1 3 1 |5 3 5
2 ~1 3
2. Soit W = Vect (01,03, 03) on v = 3|, 3= | 5 | et v = |—2].
5 4 1

Calculer dim W et donner une base de W.
Soit A la matrice dont les lignes sont les vecteurs "u_f, v_2>, v3. Nous avons donc

W =Lgn(A4) et dimW =rang(A4).

L’échelonnement et la réduction de la matrice A nous donne :

2 3 5 1 01
A=1|-1 5 4|~ |0 1 1| =R
3 -2 1 0 0 O

Comme rang(A) = 2 nous trouvons ainsi
dimW = 2.

Comme il n’y a pas vecteurs ligne colinéaires, nous avons ces choix de base de W :

1
(v1,v3), (v1,03), (v3,03), o, |1
1 1

1 0 A
MO +p |1 = uw |, avec A\, pu€R,
1 1 A+

nous avons un moyen simple de caractériser 'appartenance a W :

w1
w= |we| eW <= w3=w+ws
w3
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Ainsi, nous vérifions immédiatement que
2025
2026| € W (car 2025 4 2026 = 4051).
4051
123
456| ¢ W (car 123 4+ 456 = 579 # 789).
789
Remarques 4.4.0.65. Le calcul est plus long en wutilisant les bases (v_f,v_z)), (v_f,@) et
(v3,3).

EXd Applications linéaires
Définition et propriétés

Définition 4.66

Application linéaire entre espaces vectoriels
Soit V', W deux espaces vectoriels.

Soit T': V' — W une transformation. On dit que T est une application linéaire (ou transfor-
mation linéaire) si

1. T(u+v) =T (u) + T(v) pour tout u,v € V.
2. T(Au) = M\T'(u) pour tout u € V et A € R.

Exemples. 1. T: P3 — Py est linéaire (dérivée)
p —p
Eneffet, T(p+q)=(p+q) =0 +¢ =T(p) +T(q)
T(Ap) = (Ap)" = Ap' = AT'(p)
2. T: P3 —R
p— fy p(a)da

En effet, T(p+q) = f) (p + q)(x) dz = [ (p(x) + q(x)) d

est linéaire.

1 1
:/O p(z) dz+/0 q(z)dz =T(p) +T(q)

T(\p) = / () () di = / o) dr = \ / p(x) dz = NT(p)

Propriété 4.67 T(0v)
Si T :V — W est une application linéaire alors T'(0y) = Oy .

Démonstration. Nous avons : T'(0y) = T(0u) = 0T (u) = Ow
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Remarque 4.4.0.68. De maniére équivalente : Si T(0y) # Ow alors T : V. — W n’est pas une
application linéaire.

On a donc un critére simple pour décider si une transformation n’est pas une application
linéaire.

Attention ! Si T(0y) = Ow, alors T n’est pas forcément linéaire.

Propriété 4.69 Principe de superposition

Soit T': V' — W une application linéaire. Alors :
1. T(Au + pv) = AT (u) + pT'(v) pour tout u,v € Vet A,u € R

2. Principe de superposition :
T()\lul + Aotg + ...+ )\kuk) = )\1T(U1) + )\QT(U2) + ...+ )\kT(uk)

pour tout uy,...,ur € Vet A\,..., A\ €R.

Démonstration. 1. T(Au+ pv) = T(Au) + T(pv) = AT (u) + pT'(v)

2. 1l suffit d’écrire Adjug + Agug +. .. + Agur = Ayug + (Agua + ... + A\guy) et utiliser la partie
a. (plusieurs fois).
O

Matrice associée a une application linéaire 7' : V — W

Rappel. Si 7T: R™ — R™ est une application linéaire, alors on peut lui associer la matrice

7 — AT

de taille m x n dont les colonnes sont les images des n vecteurs de la base canonique de R™ :

A=[TE) T@E) - T
appelée matrice canoniquement associée a T

Nous allons voir maintenant comment associer une matrice a une application linéaire T :
V — W ou V, W sont des espaces vectoriels quelconques.

Soit V' un espace vectoriel de dimension n > 0. Soit B = (b1, b2, ... ,b,) une base de V.
Nous avons vu que tout vecteur v € V' s’écrit de maniere unique :

v =MAby + Xobo+ ...+ Apb,, avec Ay, Ao,..., A, ER

et nous avons noté
A1
[’U]B =]:1]€ R"
An

le vecteur de coordonnées de v dans la base B.
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Théoréme 4.70

L’application @: V — R™ est linéaire et bijective.
v — Vs
Cette application s’appelle ’application coordonnées.

Démonstration. — Pour montrer la linéarité, nous avons deux points & montrer.
1. o(u+v) = ¢(u) + ¢(v) pour tout u,v € V.
Supposons que © = A\1by + ...+ Apby et v = p1by + ..+ by
Alors u4v = (A1 + p1)by + ... + (A + )b,
A1+ A1 1
d’ont p(u+v) = : =1+ || =e)+e) pour tout u,v e V.
An + pn An Hon,

2. (M) = Ap(u) pour tout u € Vet A € R.
Comme Au = AA1by + ...+ b)) = (A1) + ...+ (AN,
AN A1
ona:pAu)=| 1 | =X| | =Ap(u) pour tout u € Vet A€ R
A, An

— L’application est bijective car I'écriture v = A\1by + ... + Apb, est unique.

Remarque importante 4.71

Ce théoreme nous indique que des lors qu'une base a été choisie, ’application coordonnée
fournit sans ambiguité (bijectivement) un dictionnaire qui traduit les éléments d’un espace
vectoriel de dimension n quelconque, vers des vecteurs de R™.

Par conséquent, tout ce qui a été vu dans les chapitres précédents, ou les seuls espaces vectoriels
considérés étaient du type R™ (ou R™, etc.) va pouvoir étre traduit et adapté aux espaces
vectoriels quelconques de dimension finie.

Notamment I’existence d’une matrice associée & une application linéaire !

Soit maintenant W un espace vectoriel de dimension m > 0. Soit B = (wy, wa, . . ., Wy,) une
base de W.
De méme que pour ¢, 'application ¥ : W — R™ est linéaire et bijective.
w o [w]p

Considérons maintenant une application linéaire T : V — W
Nous avons

=T(Mb1)+ ... +T(A\pby) par linéarité
=MT(b1)+...+ X\ T(by) par linéarité

Cette expression nous dit qu’il suffit de connaitre tous les T'(b;) pour connaitre T'(v), pour
tout v e V.
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Nous avons le schéma suivant :

veV —T> W s T(v)
® (0
]s €RY —-—-- L RS [TO)s

La fleche en pointillets correspond a une application linéaire de R™ dans R™. Elle a donc une
matrice qui lui est canoniquement associée, A. Autrement dit, A est la matrice de taille m x n
telle que

(T(v)]s = Alv]s

Nous avons vu que les colonnes de A sont les images des vecteurs de la base canonique de
R™, par l'application linéaire de R"™ dans R™ qui lui est associée.
0

Comme par construction b; =0-by +---+1-b;+---+0-b, on a [b;]g = |1 =l

On peut donc restreindre le graphique précédent aux b; :

b —L > T(b)
¢ Y
?
a) ”””””” > [T(bz)]B’
L’image de €, est donc [T(b;)]g pour i =1,...,n.

Nous avons donc motivé la définition suivante.

Définition 4.72 Matrice associée a une application linéaire
Soit T : V. — W une application linéaire. Soit B = (b1,...,b,) une base de V et B’ =
(w1, ..., wy,) une base de W.

La matrice de taille m x n dont la i-eme colonne est le vecteur de coordonnées dans la base

B’ de I'image par T du i-eme vecteur de la base B est appelée matrice associée a application
linéaire T par rapport auz bases B de V et B' de W, notée AZ5 :

ABB_ [[T(b)]s [Th)ls - [T(bn)]s]

Nous avons ainsi : /
[T(v)]s = A8 B[v]s pour tout v € V.
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Méthode pour calculer A?B .

1. Calculer les images des n vecteurs de la base B = (b1,...,b,) de V :
T(by), T(b2), ..., T(bn)

2. Exprimer ces n vecteurs comme combinaisons linéaires des m vecteurs de la base B’ =
(wl,wg, “e ,wm) :

T(bl) = a11wW; + as1ws + ...+ Gp1 W

T(bn) = a1pwy + a2pwa + . .. + GppWin

. ! 7
La matrice AZ5 a comme colonnes les vecteurs de coordonnées dans la base B’ des vecteurs

T(by), T(bs), ..., T(by) :

aip 0 Qln

0 azy -0 G2n
AR = [[T(b)ls -+ [T(bn)ls] =

Am1 o Omn

Remarques 4.4.0.74. 1. Si lVon prend les bases canoniques € et £ de V et W, on va noter
Az la matrice associée plutét que AZ.€ (pour simplifier la notation).
2. Si les espaces vectoriels de départ et d’arrivée sont égaux : V. = W, en général on va
prendre la méme base pour les deux espaces : B = B’ et on va noter A? la matrice associée
plutét que ABB (pour simplifier la notation).

Exemples. 1. Déterminer la matrice associée a I’application linéaire

T: Rg — R2
z,Y,z (’I’ +Y, T — Z)
3 ' o 2
par rapport aux bases B = de R® et B’ = 1o de R®. On a :
1] 1+1]  [2] 1] 1]
U )= lh—1) = lo) =) T2 o]
._1_.
1] (14 1] (2] (1] (1]
U )= li—o = 1) = Ha) T 1o
_0_
1] (14 0] (1] (1] (1]
T 8 S0 Tl T O
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donc

/ 011
B'B _
Ar ™ = {2 1 O}

2. Déterminer la matrice associée a ’application linéaire

T: R? — R3
(z,y,2) — (2x + 3y — 42,5z — 6y, Tz — 82)
1 0 0
par rapport aux bases B = 0],(1],(0 de R3 dans l’espace de départ et £ =
0 1 1
1 0 0
Of,|1f, |0 de R? dans I'espace d’arrivée. On a :
0 0 1
1] [2 1 0 0
T 0 =[5 =20 +5(1|+7]0
10] |7 0 0 1
0] [—1] 1] 0 0
T| (1| | =|-6] =(=1) |0] +(=6) |1]| +(=8) |0
|1 | —8] 10 0 1
[0] —4 1 0 0
T 0 =10 |=(-4|0]4+0]|1| +(=8) |0
11] | —8] 10 0 1

donc
2 -1 —4
AFP =15 —6 0
7 -8 -8
3. Déterminer la matrice associée a ’application linéaire

T: R3 — R3
(z,y,2) > (224 3y — 42,52 — 6y, 7Tz — 82)

0

—_

1 0 0
par rapport a la base B = [O] , [1] , [O} de R3 (méme base pour I'espace de départ

et l’espace d’arrivée). On a :

[1] [2 1 0 0

T (0] | =[5 =2]|0|+51|+2]0
b))l
[0] [—17 1] 0 0

T( |1 = |—6| =(=1) [0 +(—6) H +(=2) H
1) | —8] 0] 1 1
[0] [—4] 1] 0 0

T |0 =(0]|=(-4)1|0 +0H +(—8) H
1) | —8] 0] 1 1
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donc
2 -1 —4
ABE =15 —6 0
2 —2 -8

4. Déterminer la matrice associée a ’application linéaire

T: R3 HR"*
(z,y, 2 y—z,3¢+ 2y — 32,2z + 2y — 32)

par rapport a la base B = < de R? (méme base pour I'espace de départ

et lespace d’arrivée). On a :

T

~
HOOIIHHO O O =

(0] 1 0 0
): ~1{ =00| +(-1) |1 +0[0
-1 0 1 1

—1 1 0 0
T = [=3| =(-1) (0| +(=3) |1| +0 |0
1] -3 0 1 1
donc
0 0 -1
AB =13 -1 -3
-1 0 0

5. Déterminer la matrice associée a ’application linéaire

T: R? — R3
(x,y,2) — (y— 2,3z 4+ 2y — 32,22 + 2y — 3z)

1 0 1
par rapport a la base B = —1{, (1], |3 de R? (méme base pour I’espace de départ
0 1 2
et 'espace d’arrivée). On a :
1] [—1] 1 0] [1]
T -1 =|1|=(-1)|-1|+0]|1| 4+0]3
0 | | 0] 0 1] 12 ]
[0] [0 ] 1 0] [1]
T 1 =|-1{=0|-1+(-1)|1| +0]3
1] | —1] 0 11] 12]
[1] 1 1 0 1
T 3 =13 =0|-1]|+0|1| +1{3
12 12 0 1 2
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-1 0 0
AB=10 -1 0
0 0 1
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Nous remarquons que pour ce choix particulier de base, la matrice A? est une matrice

diagonale.

6. Déterminer la matrice associée & l'application linéaire T : Py — Py (dérivée) par

p
rapport a la base canonique £ = (1 T, T ) de P;. On a :
1

=0-140-24+0-22

S
TN/~
-
=

Il

'=1=1-14+0-2+0-2?
T(x2):( ) 20=0-1+2-2+0-2°

donc

[TWle [T()le [T(2)]e

Remarques 4.4.0.75. Si p(x) = a + bx + cx? est un polyndéme quelconque, les régles de

dérivation nous donnent tout de suite :
p(x) =b+2cx. Nous avons donc :
T(a+ bx + cx?) = b+ 2cx

La matrice At nous permet de retrouver le méme résultat a l'aide d’une multiplication

matricielle. En effet,

a 0 1 0] [a b
ple = [b| = Az[ple=0 0 2| |b]| = [2¢]| = e
c 00 0 0

d’ot :

[p'le = Ar[ple

7. Déterminer la matrice associée a I'application linéaire T : Py — Py par rapport a la

p —p
base B= (1,14 x,1+ 2+ 2?) de P,. On a:

T(1)=1=0=0-14+0-(1+2)+0-(1+z+2?)
TA4z)=14+2)=1=1-1+0-(1+2)+0- (1 +2+2%)
TA4z+2)=(1+az+2?) =1+22=(-1)-1+2-(14+2)+0-(1+z+2?)
donc
01 -1
AE =10 0 2
00 0
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8. Soit My 2(R) lespace vectoriel des matrices de taille 2 x 2.

Déterminer la matrice de application linéaire Tr: Mjy2(R) — R (trace de la
¢
—a+d
c d
matrice),

par rapport aux bases canoniques de Mz 2(R) et R. On a :

w (|

o

(|
(|

Il
—_
_|_
o

Il
—

=1-1

I
e}
+
o

I
e}

I
e}
[t

oo o oo o~
—0o 00 o~ oo
N———— N N~ 01

I

o

+

o

I

o

I

o

—

donc
Ap=[1 0 0 1]

Noyau et image d’une application linéaire

Définition 4.76 Noyau et image

Soit V' et W deux espaces vectoriels et soit T': V' — W une application linéaire.

1. Le noyau de T, noté Ker(T') est le sous-ensemble de V' défini par
Ker(T)={veV|Tw)=0w}CV
2. L’image de T, notée Im(T) est le sous-ensemble de W défini par

Im(T') = {w € Wil existe v € V tel que T'(v) =w} C W

Ker([T')
Im(T)

Ow

Théoréme 4.77 Ker(T) sev de V

Ker(T) est un sous-espace vectoriel de V.
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Démonstration. 1. Oy € Ker(T) car T'(0y) = Ow.
Soit u,v € Ker(T) et A € R.
2. Soit u et v tel que T'(u) = Ow et T'(v) = Ow.
Alors T(u +v) = T(u) + T(v) = Ow + Ow = Oy Donc on a bien u + v € Ker(T).
3. T(Au) = AT (u) = A0y = Ow. Donc Mu € Ker(T).

O
Théoréme 4.78 Im(7T') sev de W
Im(7T') est un sous-espace vectoriel de W.
Démonstration. 1. Ow € Im(T) car Oy € V vérifie T(0y) = Oy .
Soit wy,ws € Im(T) et A € R.
2. Par hypothese, il existe v1, vy € V tels que wy = T'(v1) et wy = T'(v2).
Donc wy + we = T'(v1) + T(v2) = T'(v1 + v2). Donc on a bien wy + we € Im(T).
3. Awy = AT (v1) = T(Avq). Done Aw; € Im(T).
]

Remarques 4.4.0.79. 1. Nous avons Oy € Ker(T) et Ow € Im(T).

2. Pour caractériser Ker(T) et Im(T) complétement, il suffit de donner leur dimension et
une base.
De plus, dim (Ker(T)) < dim(V) et dim (Im(7")) < dim(W)

Exemples

Application nulle Soit T': V — W définie par T'(v) = Oy pour tout v € V.
On a Ker(T) =V et Im(T) = {Ow }.

Application identité Soit 7 : V — V définie par T'(v) = v pour tout v € V.
On a Ker(T) = {0y} et Im(T) = V.

Projection canonique Soit 7: R3 — R2

)| )
e Yy
On a Im(T) = R?
T . 0 0
et Ker(T) =< |y eRﬂH:H =<q |0l eR®*|z€eR
z y 0 z

Donc Ker(T) = Vect | [0| |. Remarquons que dim (Ker(T)) = 1.



4.6. APPLICATIONS LINEAIRES 137

Soit T: Py — Py  olup(t) =ag+ art+ ast? et T(p(t)) = (ap + a1) + a1t + aqt®.

p +—T(p)
Par exemple : T(1+t) =2+tet T(1—t—t3) = (1-1)—t —t2 = —t — 2.
1. Ker(T) :
On cherche les p € P, tels que T'(p) = 0. Autrement dit, (ag + a1) + a1t + agt? = 0.
Donc
ag+a; =0
ayp = 0
ag = 0

Donc ag = a1 = az = 0 et Ker(T') = {0}.

2. Im(7T) :
Soit b € Py un polynéme donné par b(t) = by + byt + bat?.
A résoudre T(p) = b.

(ag + a1) + art + ast® = by + byt + bot?
ap + a1 = by
= a1 = b
asz = by

&ag = by — by, ay = by, az = ba.

En fonction de by, by, by, on pourra toujours trouver ag, ai, as et avoir T'(p) = b.
Donc Vb € Py, Ip € Py tel que T'(p) = b, et Im(T") = P,.

Lien entre le noyau et I'image d’une application linéaire, et celui de ses
matrices associées

Soit B = (b1, ba,...,b,) une base de V (dimV = n), et soit B/ = (w1, wa, ..., w;,) une base
de W (dim W = m).

Soit A = A?IB la matrice de T par rapport aux bases B de V et B’ de W.

Nous avons 1’équivalence :

Tw)=w } - { Afv)p = [w]s
avecveVetweW avec [v]p € R" et [w]g € R™
d’ou la suite d’équivalences suivantes
veKer(T)CV & T(v) =0w
< Avls = [0w]s
& [v]g € Ker(4) C R"
welm(T)CW & JveV, T) =w
& 3]s € R”, Al = [w]s

& [wlp € Im(A) C R™
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En résumé,

veKer(T) CV < [v]g € Ker(A) CR"
weIm(T) c W < [w|g €Im(A) C R™

Donc,

dim (Ker(T")) = dim (Ker(A))
dim (Im(7)) = dim (Im(A))

Définition 4.80 Rang

Soit T': V' — W une application linéaire.
On définit le rang de T, noté rang(T) par

rang(7T) = dim (Im(7"))

Remarque 4.4.0.81. On peut montrer que
_ B'B
rang(7T’) = rang (AT )

pour tout choix de base B de V et B’ de W.

Théoréme 4.82 Théoréme du rang

Soit T': V' — W une application linéaire. On a :
dim V' = dim (Ker(7T)) + dim (Im(7"))

= dim (Ker(T)) + rang(7T)

Démonstration. Soit B une base de V et B’ une base de W.
Soit A = ABB’ 1a matrice de T par rapport aux bases B de V et B de W.

Soit AZ = 0 le systeme homogene associé.

Nous avons vu que :

(nb. de variables libres) = (nb. d’inconnues) — (nb. de pivots)
donc, dim(Ker(A)) =n — dim(Im(A4))
donc, dim(Ker(T)) = dim V' — dim (Im(T"))
d’ou le résultat. O
Exemples. 1. Déterminer le noyau et I'image de lapplication linéaire T : Py — Py (dé-

p =y
rivée).
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Par définition, Ker(T') = {p € Py | T(p) = 0} = {p € Py : p’ = 0}. On s’attend & trouver
Ker(T') = Py, d’apres les outils d’analyse.
D’autre part, Im(T) = {q € Py |il existe p € Py tel que p’ = ¢}. On s’attend & trouver
Im(T) = Py, d’apres les outils d’analyse.

Rappel. La matrice de T'(p) = p’ par rapport & la base canonique & = {1,z,2?} de Py est
01 0
A=10 0 2
0 0 O
dim (Ker(T)) =3-2=1

dim (Im(7)) = 2

Systéme homogene associé a A :

.’1?220 31‘2:0 o1 1
& |xg| =t |0], avect €R
0

On arang(4) =2 = {

<~
2$5:0 £U3:0

1
Donc, Ker(A) = Vect | |0
0
1
Comme |0| = [1]¢, nous trouvons
0
Ker(T) = Vect (1) = Py.
1 0 1 0
D’autre part, on a Im(A4) = Vect 0, (2 = Vect of, |1
0 0 0 0
1 0
Comme [0 =[l]g et |1| = [z]e, nous trouvons
0 0

Im(T) = Vect (1,z) =Py

2. Déterminer le noyau et I'image de I'application linéaire trace Tr: M32(R) — R

a b
{c d} —a+d

Rappel. La matrice de Tr par rapport aux bases canoniques de M3 2(R) et R est
A= [1 0 0 1] .

dim (Ker(Tr)) =4—-1=3

On a rang(4) =1= { dim (Im(Tr)) =1
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1 = —U
Io = S
Systéme homogene associé & A :x1 + 14 =05 11 = —14 & . avec s,t,u € R.
T3 =
T4 =U
X 0 0_ —1
. . x| 1 0 0
Solution générale : va| S 1o +1 1 +u o | avee s, t,u € R.
Ty 0 0_ 1
(0] [0] —1]
.. 1 0 0
Ainsi, Ker(A) = Vect ol 11l 1 o
0] [0] 1]
0 [0] [—1
1 0 1 0 0 0 0 -1 0
ona ol = 1o ol 3= 10 ol et |0 [ =15 Y]
0 0 0 c 1 1 0 c 0 0 1 c
0 10] |1
0 —17]
R of _[[o O 0] _ -1 0
De meéme on trouve 1l = _{1 Ongt 0 —{HO IHL.
0 1

Par conséquent,

- (3 50 95

D’autre part, comme dim (Im(Tr)) = 1 et Im(Tr) C R on a Im(Tr) = R.

EX® Changement de base

Soit V un espace vectoriel de dimension n > 0. Soit B = (b1, ba,...,b,) et C = (¢1,¢2,...,¢n)
deux bases de V.
Soit I; application identité définie par: Iy: V —V .
v
L’application identité envoie un vecteur de V sur ce méme vecteur, mais dans I'espace de
départ, le vecteur v est exprimé dans la base B, alors que dans I’espace d’arrivée, il est exprimé
dans la base C. On a donc Iy : [v]g — [vc.

Définition 4.83 Matrice de passage

Cette application linéaire a une matrice qui lui est canoniquement associée, ASE. On notera
plutét cette matrice P¢B et on I'appelle matrice de passage de la base B vers la base C.

Remarque 4.4.0.84. Interprétation géométrique des matrices de passage
La matrice de passage P8 peut étre vue comme un « dictionnaire » qui traduit les coordon-
nées d’un vecteur exprimées dans la base B vers ses coordonnées dans la base C.
Géométriquement, dans R? ou R, un changement de base correspond a :
— Une rotation du systéme de coordonnées (si les bases sont orthonormées)
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— Une déformation incluant éventuellement des étirements ou contractions selon certaines
directions
— Une combinaison des deux effets précédents
Le vecteur lui-méme ne change pas dans lespace, seule sa description (ses coordonnées)
change selon le « point de vue » (la base) choisi.

Par construction,

PB = AE = (e Pole - [bule].

c’est a dire que pour construire la matrice de passage de la base B wers la base C, on peut
exprimer chacun des vecteurs de la base B dans la base C.
De plus,
[vle = PPluls

Exemple. Soit B = ({ﬂ , {ﬂ) et C = (Lﬂ , {ﬂ) deux bases de R2.

Nous avons :

=P _{1 1

Propriété 4.85

Si B et C sont deux bases de I'espace vectoriel V alors :

pBC _ (Pcs) =1

Nous pouvons donc obtenir P5¢ 4 I'aide de 'algorithme :
[PCB | In] ~ [In | PBC]

Reprenons les bases de I'exemple précédent. On a :

1210 10 -1 2
[PCB”?]:L 10 JN[O 11 —JZUQWBC]
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— —
Remarque 4.4.0.86. Lorsque V = R", les bases B = (bl, . .7bn> et C = (c_f7 .. ,al)) peuvent
étre représentées sous forme de matrices dans la base canonique :

- = —
B_l|br b ~.m}etczﬁia e @_

Par définition de la matrice de passage PCB, les colonnes de P8 sont les coordonnées des
vecteurs de la base B exprimés dans la base C :

B
— —
b; :61i0_1>+---+5m-63 =  |[bile=]":

6712’
Sous forme matricielle, cela s’écrit :

B=CPb.

Pour déterminer PCB, il suffit donc de résoudre cette équation ot Uinconnue est PCB. Au-
trement dit, on échelonne la matrice augmentée

{C—fc_faﬂbjb—;z] ~ [I, | P°5].

Enfin, si la base d’arrivée est la base canonique & = {e_1>,—2>,...,al>}, alors pour tout 1,
— —
[bi]le = b;, d’ot immédiatement :
- = —
PEB _ {bl by - bn:|
Exemple. Considérons les deux bases de R :
1 1 0
— Base B = 11,10], |1
0 1 1
1 0 0
— Base C = 0|, (1], |0 (base canonique)
0 0 1

Etape 1 : Construction de la matrice de passage P8
Puisque C est la base canonique, les coordonnées d’un vecteur dans C sont simplement ses
composantes. Donc :

ou les colonnes sont directement les vecteurs de B.
Etape 2 : Calcul de la matrice inverse P3¢



4.6. APPLICATIONS LINEAIRES 143

Utilisons ’algorithme de Gauss-Jordan :

1 1.0 1 00
[PBI]=11 01 0 1 0
01 10 0 1
Ll 1 1 0 1 0O
2 < Lo—1Ln
~ 0 -1 1 -1 10
0 1 1 0 01
. . 11 0 0 0
2 < — L2
~ 01 -1 1 -1 0
01 1 0 0 1
Lt 1 0 1 0 0
3 < Laz—L2
- 01 -1 1 -1 0
00 2 -1 1 1
) 11 0 1 0 O
feczbalg 1 -1 1 -1 0
~ bon
o 1 1 0 1 0 0
2FN2+3 01 0 % _% %
oot 5 4
hm oo <+ L _1
Lieli=Lz | 1 oA 2
~ A2t
0 0 1 2 2 2
1 1 -1
Doncpgczé 1 -1 1
-1 1 1
Etape 3 : Application du changement de base
3
Soit le vecteur ¥ = |2 exprimé dans la base canonique C.
1
Ses coordonnées dans la base B sont :
[ = PP[V]e
[y 1] [3
=3 1 -1 1 2
-1 1 1 1
L[ 3+2-1
—3+2+1
[4 2
:% 2 =11
10 0

0 2 1 3
Vérification : 2- [1| +1- |0| +0- (1| = [2] + |0 = |2
1 0 1 1
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Propriété 4.87

Si B, C et D sont trois bases de 'espace vectoriel V' alors la matrice de passage de la base B
vers la base D peut se calculer comme suit :

P — s (multiplication matricielle)

ou PPB = (pcp)—l PCB ou PPB = pPC (pBC)—l

Les formules précédentes nous donnent une maniere alternative pour calculer P8 . PCB =
-1 N .
(’ch) PEB_ on comme avant € est la base canonique de V.

Exemple. Soit V' = R2. On définit trois bases :

(UL e L) -

1. Matrice de passage de & vers B

e |1 1}
o=l A

1
0

I
/N
[ —
— DN
U
1
Do =
| S
~——

2. Matrice de passage de D vers &

v [2 1} Dg_lv —1}
L R )

3. Donc
PDB _ PDE PSB — (PSD)—I PSB.

On a:

Matrices d’application linéaire exprimées dans différentes bases

Propriété 4.88

Soit T': V' — V une application linéaire, B = (b1, ba,...,b,) et C = (c1,ca, ..., c,) deux bases
de V. Alors :
Af = PP ARPEC

Formulations équivalentes :
|
Af = PCBAE (PCF)
=il
AL = (PPC) " ARPC

Démonstration. Nous avons le schéma suivant :
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AB
R" 3 [u]ls ————> AB[v]5 € R"
PBC PCB
Af
R"S oo ————> AS[lc R
O
Remarque 4.4.0.89. Cette proposition nous donne une maniére alternative de calculer
A% = [[T(er)le [T(e2)le - [Tlen)le]
lorsque AE = [[T(b1)]5 [T(b2)lz -+ [T'(bn)]g] et PB (ou PBC) sont connues.
Définition 4.90 Matrices semblables

Soit A et A’ deux matrices carrées de taille n x n.
On dit que les matrices A et A’ sont semblables s’il existe une matrice inversible P telle que

A = pPAP7!
Les matrices A% et A?w sont semblables car on a
AG =PAFP™! avec P =PPF

3 1
Exemple. Soit 7' : R? — R? de matrice A% = L 3} et B= <{1} , { ! })
— Matrices de passage :

1 1 -1 1 1
£B _ EB _1
O |

— Changement de base :

1 1 1][3 11 1] [4 0
At = (P) A%széL —1} L 3} L —1}:{0 2}'
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Remarque importante 4.91

Importance pratique des changements de base
Les changements de base sont fondamentaux en algebre linéaire pour plusieurs raisons :

1. Simplification des calculs : Certains problemes deviennent beaucoup plus simples dans
une base bien choisie.

2. Résolution de systemes différentiels : En physique et en ingénierie, le choix d’une base
adaptée peut transformer un systeme d’équations différentielles couplées en équations
indépendantes.

3. Préparation a la diagonalisation : Comme nous le verrons au chapitre suivant, trouver une
base dans laquelle une matrice devient diagonale simplifie considérablement les calculs
de puissances de matrices et I’étude des applications linéaires.

4. Analyse de données : En statistiques et apprentissage automatique, les changements de
base (comme ’analyse en composantes principales) permettent d’identifier les directions
de variance maximale dans les données.

Le concept de matrices semblables, introduit ci-dessus, capture précisément ’idée que deux
matrices peuvent représenter la méme application linéaire vue dans des bases différentes. Cette
notion sera centrale pour la diagonalisation des matrices.




